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Notations

A : alphabet fini.

A* : monoide libre sur A.

|w| : la longueur du mot w.

|w|, : le nombre d’occurence de la lettre a dans le mot w.

L : langage sur l'alphabet A.

P(A*) : 'ensemble des langage sur A.

L* : Tétoile (ou la fermeture) de kleene de L.

LT : Tétoile stricte de L.

Rat(A*) : 'ensemble des langages rationnels (ou réguliers) sur A.
R a: ensemble des expessions rationnelles (ou régulieres) sur A.
A=(Q,I,F,A,d) : un automate.

AFD : automate fini déterministe.

L (A) : le langage reconnu par un automate A.

Rec(A*) : ensemble des langages reconnaissables sur A.

~r . une relation sur A* associée un langage L.

(Ri)en © la suite de relation d’équivalence définit sur Q.

~ : la relation d’équivalence sur @) associée a la suite de relation (Ry),cy-
A/ ~ : automate quotient.

Xy : le code Morse.

fx (2) : la fonction génératrice de 'ensemble X.

A (X) : Pautomate d’'un code de longueur variable X.



Intoduction

Le codage évoque un procédé de transformation d’un objet associé a un procédé inverse,
appelé le décodage, qui permet de restituer I'objet initial.

Les débuts de la théorie du codage et de la théorie de I'information datent des travaux
pionniers de Shannon de 1948. La théorie des codes s’est ultérieurement développée dans
deux directions indépendantes. La premiere est 1’étude des codes de longueur constante
dans 'optique de la détection et de la correction d’erreurs. L’autre direction, initiée par
Schiitzenberger en 1955 , a conduit au développement de la théorie des codes de longueurs
variables. Cette théorie est maintenant une branche de l'informatique théorique, qui a
des liens importants avec les langages formels, la combinatoire sur les mots, la théorie des
automates, la théorie des semigroupes et la dynamique symbolique.

Son objet est I’étude des propriétés des factorisations de mots en suites finies de mots
appartenant & un ensemble donné. Plus précisément, on suppose donnés un alphabet source
B et un alphabet de canal A. On cherche & coder des messages v écrits sur B en messages
w sur I'alphabet A. Les lettres de B sont alors mises en correspondance avec les mots d’un
code X sur I'alphabet A. Chaque lettre du message source v est remplacée par le mot qui
lui est associé dans X. De plus, le codage doit étre fait de telle sorte que le décodage du
mot obtenu w € X* ne conduise & aucune ambiguité, quant au texte original.

L’objectif de ce travail est d’étudier des codes de longueurs variables et leurs repésenta-

tions par un automate fini.
Ce travail est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre consiste en un rappel des notions et notations utilisées par la suite:

mots, monoide, langage et automate fini déterministe.



Dans le second chapitre, on fait une étude sur les code de longueurs variables ainsi
que certaines de leurs propriétés et on introduit aussi dans ce chapitre 'algorithme de

reconnaissance des codes et la série génératrice.

Dans le troisiéme chapitre, on s’intérésse a la représentation d’un code de longueur

variable par un automate fini.



Chapitre 1

Notions élémentaires

Ce premier chapitre contient les définitions et les propriétés des outils que nous utiliserons

par la suite : mots, monoide, langage et automate fini déterministe.

1.1 Mots

Définition 1.1.1

Un alphabet, noté A, est un ensemble fini non vide de symboles appelés également lettres
de ’aphabet.
Exemples 1.1.2

1. Ay ={a,b,c......... z}, Ay ={0,1}.

2. Le biologiste intéresse par 1’étude de I’ADN utilisera un alphabet a quatre lettres
{A,C,G, T} pour les quatres consitituants des génes : Adénine, Cytosine, Guanine et

Thymine.

Définition 1.1.3

Soit A un alphabet. Un mot sur A est une suite finie de symboles. Par exemple, abbac
et ba sont deux mots sur l'alphabet {a,b,c}. La longueur d’'un mot w est le nombre de
symboles constituant ce mot, on la note |w|. Ainsi, |abbac| =5 et |ba| = 2.

L’unique mot de longueur 0 est le mot correspondant a la suite vide. Ce mot s’appelle

le mot vide et on le note «.



L’ensemble de tous les mots formés a partir de I'alphabet A (resp. de tous les mots
non-vides) est noté A* (resp. A™). Par exemple,
{a,b,c}" ={e,a,b,c,aa,ab,ac,ba, bb, b, ca, cb, cc, aaa, aab, ...} .

e Si a est une lettre de 'alphabet A, pour tout mot w = wyws...wy, de A*, on note par :
\w|, = card{i € {1,2,....k}, w; = a},

le nombre d’occurrences de la lettre a dans le mot w et w(7) sa i-éme lettre. Par exemple,
labbac|, = 2, |abbac|, =1 et abbac (5) = c.

e Le mot miroir d’'un mot w est le mot formé par la suite des symboles composant w
mais pris dans l'ordre inverse. Par exemple, sur 'aphabet A; = {0,1},si u = 0101 et v = ¢,
alors le miroir de u est 1010 et le miroire de v est ¢.

Proposition 1.1.4

Soit A un alpabet.

1. L’ensemble A* est infini.

2. L’ensemble A* est dénombrable.

Démonstration

+o00
1. L’ensemble A* est infini, en effet on a A* = U At = AU A.. A" U

2. On montre que A* est dénombrable.

e Comme A est fini, on peut donc numéroter ses éléments, par exemple, si A = {«, 5,7},
alors n(a) = 1,n(5) =2,n(y) = 3.

e Ensuite, soit u un mot de A*, on considére les longueurs |u| premiers nombres premiers,

par exemple si |u| = 5, on a les 5 premiers nombres premiers sont p(1) = 2, p(2) = 3,

p(3) =5, p4) =7, p(5) = 11.

i=|ul

e On forme le nombre f (u H p())"®) ot u (i) désigne la iéme lettre de u. Par

exemple si u = ayfaa, alors
i=|ul

Hp yrlul Hp u@®) = 91 % 3% x 52 x 7! x 11,
° Donc on peut deﬁmr une application

f:A*— N
i=|ul

ur— f(u Hp @)



Par l'unicité de la décomposition d’'un entier en facteurs premiers, I’application f est
injective. Enfin, comme f est injective et 'ensemble N est dénombrable, alors A* est dénom-
brable. W
Définition 1.1.5

Soit A un alphabet. On définit 'opération de concatenation (produit) sur A* de la fagon
suivante. Pour tous mots u = uy...ux et v = v1...v; , u;,v; € A, La concaténation de u et v,

notée u.v ou simplement uv, est le mot

w; =u; pour 1 < 1<k
W = Wj... Wk OU
Wiy =v; pour 1 < 1<k

On définit la puissance n-iéme d’un mot w comme la concaténation de n copies de w,

On pose w® = ¢.

Par exemple, sur Paphabet A = {a,b,c}, si u = aabb et v = ce, alors u.v = aabbce et
u? = aabbaabb.
Propriétés 1.1.6

La concaténation est une loi de composition intérne de A*, cette loi posséde les propriétés

suivantes :

1. Vu,v,w € A% (u.v).w = u.(v.w) (La loi est associative).

2. Vu € A* ue =cu=u (Le mot vide ¢ est élément neutre du produit).
3. Yu,ve A% |uv| = |u| + |v].

4. Vu € A", uu=u < u=c (Le mot vide € est le seul mot idempotent).

5. La concaténation n’est pas commutative en générale.

Définition 1.1.7
Un mot v est un facteur d’'un mot u € A* §'il existe z,y € A* tels que u = xvy. Si de
plus x = ¢, i.e, u = vy, alors on dit v est un préfixe, ou facteur gauche, de u. Si y = ¢, i.e,

u = xv, alors on dit v est un suffixe, ou facteur droit, de u.



1.2 Monoide

Définition 1.2.1
Un monoide est un ensemble muni d’une loi intérne, i.e, d'une application
-t Mx M — M, qui satisfait aux conditions suivantes :

non

e [’opération est associtive :

Vi’%y,Z'EMa (l‘y)Z:l'(yZ)
e Il existe un élément neutre (unique) 1), € M tel que
VeeM, z-1yy =1y -x==x.

Un élément m’ € M est dit le symétrique de I’élément m € M si m - m’ = 1,,.
Exemples 1.2.2

e (N;+,0), (R, x,1) et (NU {400}, min, +00) sont des monoides, ou + et x dénotent
respectivement 1’addition et la muliplication usuelles.

e (A* - ) est un monoide.
Remarque 1.2.3

Un monoide (M, -, 1) qui est tel que tout élément de M posséde un symétrique est un
groupe .
Définition 1.2.4

Soit un monoide (M, -, 1,,) . Un sous monoide est un triplet (M’ -, 1)) tels que

o M C M';

o 1y =l

e Vmy,my € M', my-mo € M.

Soit I un ensemble d’indice et Vi € I, (M;, -, 157) est un sous monoide de (M, -, 1,,) alors
() M, -, 15) est un sous monoide de (M, -, 15;).
Ze[Soit Y une partie d'un monoide M. on appelle sous monoide engendré par Y, le plus
petit sous monoide de (M, -, 1)) contenant Y, on le note Y*. D’aprés ce qui précede Y *esi

I'intersection de tous les sous monoide de (M, -, 1,/) qui contiennent Y.



Exemple 1.2.5

Soit A l’ensemble des nombres pairs et B ’ensemble des nombres impairs. (A, +,0)
est un sous monoide de (N, +,0) engendré par {2} tandis que (B, +,0) n’est pas un sous
monoide de (N, +,0).
Définition 1.2.6

Soit (M, -, 1)) un monoide. Pour tout couple (x,y) d’éléments de M, le quotient a
gauche de z par y noté y~'x est 'ensemble {z € M : y- 2 = x}. Le quotient a gauche d’un
sous ensemble de M par y est 'union des quotients des éléments du sous ensemble par y
,ie,si X C M, alors y 11X = U ylw.

zeX

Propriété 1.2.7

Soit A un alphabet quelconque. Le monoide A* posséde les deux propriétés suivantes :

1. Tout élément de A* est une suite d’éléments de A.

2. Deux suites distinctes d’éléments de A définissent deux éléments distincts de A*.
Définition 1.2.8

Soient (M, -, 157) et (N, %, 1y) deux monoides. Un morphisme (ou homomorphisme) de
monoides h : M — N est une application qui vérifie :

eVr,ye M, h(x-y)=h(z)xh(y);

o h(ly)=1y.
Un isomorphisme de monoides est un homomorphisme bijective de monoides.

Exemples 1.2.9

1. L’application 'ongueur |.| : A* — N est un morphisme de monoides entre (A*, ., ¢)

et (N, +,0). Eneffet, Vu,v € A*, |u.v| = |u| + |v| et || = 0.

2. La fonction exponentielle représente un isomorphisme de (R, +) dans (R, — {0}, x).

Elle est bijective et vérifie Va,y € R, exp (x + y) = exp (x) x exp (y) et exp (0) = 1.

3. Soit A = {ay,as,...,a,} un alphabet, n € N\ {0,1}. La fonction de Parikh

U:A* — N?

w— W(w) = (Jwl,, ;- [w]y,);

est un morphisme de monoides entre (A*,.) et (N +).



Proposition 1.2.10

Soit M un monoide quelconque et [ est une application d’un alphabet A dans M. Alors
il existe un homomorphisme unique ]N” de A*dans M qui prolonge f, c’est-a-dire tel que
Vae A, f(a) = f(a).
Démonstration

e [’existence : Posons

~

f(e) =1p et }(alaz...an) = flan)f(ag)...f(an), n€N, a; € A, 1 <i<n.

Il est facile de voir que } est bien un homomorphisme

e [unicité : Si ;‘ et ¢ sont deux homomorphismes de A* dans M tels que :

Va € A, }(Oé) = g(a), alors }(6) = g(e) = 137 et pour tout mot w = ayas...ar,, € A*,
on a }(w) = JNC(OélOQu-Oén) = flou)f(az)...f(an) = 5(041042‘--0%) = ﬁ(w) u

1.3 Langage

Définition 1.3.1
Soit A un alphapet. On appelle langage sur A tout partie (sous ensemble) L de A*.

L’ensemble des langage sur A est donc
P(A*)={L, L C A*}.

Un langage sur un alphabet est donc un ensemble de mots sur cet alphabet.
Remarque 1.3.2
A* est le plus grand langage sur A au sens de 'inclusion.

Exemples 1.3.3

1. L = {aa,ab,ba,bb} est le langage sur 'aphabet A = {a,b} composé des mots de

longueur 2.

2. L = {ue{a,b}",|ul, = |ul,} est le langage sur I'aphabet A = {a,b} composé des

mots contenant autant de a que de b.
3. L = ) est le langage vide, il ne contient pas aucun mot.

4. L = {e} est le langage contenant uniquement le mot vide.



Définition 1.3.4
Soient L, Lo et L des langages définis sur un alphabet A. On définit les opérations
ensemblistes (classiques) comme suivantes :
e L'union: L1ULy=IL1+Ly={u€ A" ue L1 VueL}.
e L’intersection : L1 N Ly ={u€ A"\ u € Ly Au€ L1}.
e La Différence : Ly — Lo ={ue€ A, ue€ Lyetud¢ L}.
e Le complémentaire de L est le langage L¢ = {u € A*, u ¢ L}.
On définit des nouvelles opérations sur les langages sur A

e La concaténation ( ou produit) des langages L et Lo est le langage
LiLy = {uwv, ue€ Ly, veE L}.

e En particulier, on peut définir la puissance n-iéme d’un langage L,n > 0, par :

L" = {wywsy..w,, Vi € {1,2..n} w; € L }.

Et on pose L° = {¢}.
Définition 1.3.7

Soit L C A*, I’étoile (ou la fermeture) de kleene de L est donneé par :

n>0 n>0
Ainsi, les mots de L* sont exactement les mots obtenus en concaténant un nombre

arbitraire de mots de L.

On rencontre parfois 'opération L' définie par :

Lr=Jr=>r

n>0 n>0

Exemples 1.3.8
Soient A = {a,b} un alphabet, L; = {a}, Ly = {ab} et L3 = A trois langage sur A. on a
1. Li = {a", n>0}.
2. Ly ={(ab)", n > 0}.
3. Lt = A",
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Définition 1.3.9
Soient L, et Ly deux langages sur A. On appelle quotient & gauche de L, par L; et 'on
note Lj'.L, le langage défini par :

Lfl.Lg = {U € A*,El v E Ll, V.U € Lg}

De méme facons, on appelle quotient & droite de L; par Ly et I'on note Li.L; " le langage
défini par :
LiLy' ={u€ A*,3v € Ly, uv € Li}.

Définition 1.3.10
Soit A un alphabet, ’ensemble des langages rationnels (ou réguliers) sur A noté Rat(A*)

est définis inductivement par :

1. {e} et ) sont des langages rationnels;
2. Va € A, {a} est un langage rationnel;

3. Si L; et Lo sont des langages rationnels, alors Ly U Lo, L1Ls et L] sont également des

langages rationnel.

Les trois opérations union, produit et étoile, qui interviennent dans la définition, sont
qualifées d’opérations rationnelles.
Définition 1.3.11

e Soit A un alphabet, I’ensemble des expressions rationnelles (ou réguliéres) sur A noté

R 4 est définies inductivement par

1. ¢ et () sont des des expressions rationnelles;
2. V a € A, a est une expression rationnelle;

3. Sie; et ey sont deux expressions rationnelles, alors (e; + e3), (e1e2), (e ) sont également

sont des expressions rationnelles .

e On définit alors 'application L : R4 — Rat (A*), qui & toute expression rationnelle

associée le langage rationnel de la maniére suivante :

11



1. Lr(0)=0et Lr(c) =e.

2. V€A, Lrla)={a}.

3. Lr(e1+e2) =Lr(e1)U Lr(e2).
4. Lg(ere2) = Lr(e1) L (e2).

5. Lp(e*) = Lr(e)".

Exemples 1.3.12
Soit A = {a,b} un alphabet, voici quelques exemples d’expressions rationnelles et les

langages associés.
1. e1 = (e + (ah)).
2. ey = (((a.b) .a) + b)" .
3. e5 = ((a+b)".(ab)).
4. es=(a+b)aa(b+e).
Par conséquent :
1. Lr(e1) = {e, ab}.
2. Lr(es) = ({aba} U {b}*)".
3. L (e3) = {a,b}" {ab} .
4. Lr(es) = {a,b} aa {b,e} = {aaa, aab, baa, baab} .

Définition 1.3.13

Un langage L sur A est rationnel s’il existe une expression rationnelle e € R4 telle que
L= Lg(e), et on dit que e dénote L.

Si e et ep sont deux expressions rationnelles telles que Lg (e1) = Lg (e3) alors on dit

que e; et ey sont équivalentes.
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Exemple 1.3.14
On considére le langage L = {a",n > 0} ,on peut définir trois expressions simples e, ey

et e3 € R4 dénotant L c’est-a~dire Lg (e1) = Lg (e2) = Lg (e3) = L, telles que.

1. e; = (a.a*).
2. €5 = (a*.a).
3. €3 — CL+.

Alors e, ey et ez sont expressions équivalentes.

1.4 Automate fini déterministe

Définition 1.4.1

Un automate est un 5-uplet A =(Q, I, F, A, §) on,

e A est un ensemble fini dit 'alphabet d’entrée.

e () est un ensemble dit ’ensemble des états.

e [ est I’ensemble des états initiaux.

e [ C () est 'ensemble des états finals.

e ) C @ x AxC(Q est 'ensemble des transitions.

Un automate fini est un automate A = (Q, I, F, A, ) dont 'ensemble d’étas @ est fini.

Un automate fini A =(Q, I, F, A, ) est un automate fini déterministe et ’on note AFD
si:

o || =1,

e 0 est une fonction c’est-a-dire, pour tout état ¢ € () et toute lettre a € A il existe au
plus un état ¢’ € @ tel que 6 (q,a) = ¢'.

Si ¢ est une fonction totale c’est-a-dire, que ¢ est défini pour tout couple (¢,a) € @ x A
(on parle alors d’AFD complet).

Nous représentons un automate fini A =(Q, I, F, A, J) de la maniére suivante :

e Les états de A sont les sommets d’un graphe orienté et sont représentés par des cercles.

e Sid(q,a) = ¢, q,¢ € Q, a € A, alors on trace un arc orienté d’origine ¢ et de

d’éxtermité ¢’ étiqueté par la lettre a,

q—4q.
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e Les états finals sont représentés & un double cercle et 1’état initial est désigné par une
fleche entrante sans étiquette.
e Enfin si deux lettres a,b sont telles que § (q,a) = ¢’ et §(q,b) = ¢/, on s’autorise a

dessiner un unique arc portant deux étiquettes séparés par une virgule

avb /
q—4q.

Cette convention s’adapte & plus de deux lettres.
Exemple 1.4.2
Soit A =(Q, qo, F, A,0) on Q = {1,2,3}, qo = {1}, F = {1,2},A = {a,b} et ou la

fonction de transition donnée par :

W o~
W | = |~
O | w | o | o

est representé a la figure 1.4.1

FIGURE 1.4.1 Un AFD
Définition 1.4.3
Soit A =(Q, qo, F, A, 0) un automate fini déterministe. La fonction § : @ x A — @ se

prolonge en une fonction §* : Q x A* — () défini par :

e VgeQ,d(qge),

e VgeQ,Vaec A Ywe A% 6" (¢, aw) = 6" (0 (q,a) ,w).

14



Définition 1.4.4
Soient A = (Q, I, F, A,§) un automate fini et u = ug...u,, un mot sur A*.
On appelle calcul dans A tout suite de transition ( ¢; LN Qi+1)iclon) tel que Pextrémité

d’une transition est 1'origine de la suivante, et ’on note
ul u2 u3 Un u
C=q —q@ — G2 —— ... =7 Gn OUq1 —(n

Qo est son origine, ¢, son est extrémité et le mot u = wugu;...u, est son étiquette.
Un calcul dans A est réussi lorsque son origine appartient & I et son extrémité appartient
aF.
c est un calcul réussi <= c=q — qn, 1 €I, ¢ € F, u € A*
Un mot u € A* est reconnu (ou accepté) par A s’il existe un calcul réussi d’étiquette u.
Définition 1.4.5
Le langage reconnu par un automate A, noté £ (A), est 'ensemble des mots reconnus

par cet automate.

L(A)={ue AT q €1, 0" (q,u) € F}.

Un langage L C A* est reconnaissable, s’il existe un automate fini A tel que L = L (A).
On note Rec(A*) ’ensemble des langages reconnaissables sur A*.
Exemple 1.4.6

L’automate A accepte exactement le langage formé des mots sur ’aphabet {0, 1} qu’ ils

contiennent un nombre pair de 0 et un nombre pair de 1, i.e,

L(A) ={w e {0,1}",|w|, =0(mod 2) et |w|, =0 (mod 2) }.

FIGURE 1.4.1 L’automate A qui reconnait L.
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e [’état gy correspond & un nombre pair de 0 et de 1.

e [’état ¢y correspond & un nombre impair de 1.

e [’état ¢o correspond & un nombre impair de 0.

e [’état g3 correspond & un nombre impair de 0 et de 1.
Théoréme 1.4.7

L’ensemble des langages reconnaissables est exactement [’ensemble des langages rationnels,
i.e,

Rat(A*) = Rec (A").

Proposition 1.4.8

Soit Ly, Ly C A*. On considére l’équation

Ou linconnue X est un langage sur A.
e ¢ ¢ Ly alors l’équation (1) admet une solution unique X = L}.Lo,
e ¢ € Ly l’ensemble des solutions de I’équation est {Li.L, Ly C L}.
Proposition 1.4.9
Soit A = (Q, qo, F, A, §) un automate fini déterministe, pour déterminer L (A) le langage
accepté par l'automate A, on résourdre le systéme des équations suivantes :

Xg=> aXy+esiqgeF
(g,0.9")€6
X, =Y aXy sinon .

(g,a,9")€6

Ou L (A) = X,

- qo0°

Exemple 1.4.10
SOlt A:(Q7q07F7A75> ou Q = {QO7q17QQ}7 qo = {QZ}> F = {(12};14 = {Oé,ﬁ} et ou la

fonction de transition donnée par :

o |a | B
o | 1 | —
41| 41| 42
42 | 41 | 42
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Le langage accapté par automate A est £ (A) = X,

Pour trouve X, on résourdre le systéme des équations suivants :

X = Xy, (1)
th = anl + ﬁti (2)
Xp=0Xy, +5X, +e (@€ F) (3)

On substitue (2) dans (3) on trouve X, = X, +¢ (4)
On substitue (4) dans (2) on trouve X,, = (o« + ) X, + 5, on a e ¢ (a+ () donc d’aprés
proposition 1.4.8 X,, = (a+8)".0 ()
On substitue (5) dans (1) on trouve X,, = a. (a+ 8)*.0
Finallement £ (A) = X,, = a. (a+ 5)" .0
Définition 1.4.11
Soit L C A* un langage, si w est un mot sur A, on note par w~'L I’ensemble des mots

qui concaténés avec w appartiennent a L, i.e,
w 'L ={ue A wuel}.
On appelle résiduel du langage L, tout langage de la forme w~'L, on note
Q(L)={w 'L, we A*}.
Pour tout langage L. C A*, on peut définir une relation sur A*, notée ~; comme suit :
Wy ~, Wy < wl_lL ~1, w;lL.
En d’autre termes, w; ~, wy si, et seulement si,
Yu € A", wu € L <= wyu € L.

Exemples 1.4.12
Soient A = {a,b} et L = {w € {a,b}", |w|, =0(mod 3)}. Pour ce langage, on a par
exemple, b =, ab car pour u = aa, bu ¢ L et abu € L.

Par contre a ~y, ababaa car a~'L = (ababaa) ' L = {w € {a,b}", |w|, = 2 (mod 3)}.
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Lemme 1.4.13

Soient L un langage et u,v deur mots sur A. On a
(w) "L =v . (utL).

Démonstration

Si w appartient & (uv)~!.L , cela signifie que uvw appartient a L. En d’autres termes,
vw appartient & u~'.L et ainsi w appartient & v~!.(u7!.L). La démonstration de 'autre
inclusion est identique.
Définition 1.4.14

Soient A un alphabet et L un langage rationnel sur A. On définit 'automate minimal
de L A= (Qr,qo, F1, A,01) comme suit :

e Qp={w 'L we A*}.

e g, =c 'L =1L

o [ ={w'Liwe L}.

e 67 (q,a) = a~'q, pour tous ¢ € Qr,a € A.

La fonction de transition d;, s’é¢tend & Qp x A* par d; (q,w) = wq,Vq € Qr,Vw € A*.
Proposition 1.4.15

L’automate minimal d’un langage L C A* accepte L.
Démonstration

En effet, soit w € A*,
we€ L(AL) <=0 (qo,w) EFp <= w'LeF, < weclL

Définition 1.4.16

Soit A = (@, go, F, A, §) un automate fini déterministe complet, on définit sur @) la suite
de relation d’équivalence (Rj),.y comme suit :

(qRoq) == (¢ € F <= 4q' € F),

(qRi4+14') <= ((qRkq') et Va € A, 6 (q,a) Red (¢, a)), Yk € N.

La relation d’équivalence sur @) notée = associe a la suite de relation (Rj), oy est définie
par :

Vk € N Ry = Ry = =~ = Ry.

On considére Pautomate quotient A/ ~ de A, A/ ~ = (Qx, qo, F~, A, 0~) o1,
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L’automate quotient 4/ ~ est 'automate minimal de A.
Exemple 1.4.17

Soit 'automate A = (Q, q,, F, A,d) on, Q = {1,2,3,4,5,6,7}, A = {a,b}, qo = {1},
F ={3,4,5} et la fonction de transition ¢ est définie par :

S|lolalkr|lw| o]~ |
S|l |lao|w]w ||
S| N|jlolw|lv|Ne o

Ona (qRo¢') <= (€ F < ¢ € F), donc Q/Ro = {{1,2,6,7},{3,4,5}}
La relation R, est définie comme suit :
(qR1q") <= ((qRoq') et Va € A, 6 (q,a) Rod (¢',a)), ie, ((qRoq) et 0 (q,a) Rod (¢’ a) et
d (¢,b) Rod (¢', D).
Done Q/Ry = {{1},{2,6}.{7},{3,5} . {4}}.
La relation R, est définie comme suit :
(qR2q") <= ((¢R1q) et Ya € A,6(q,0) R10 (¢, 0)), i.e, ((¢R1¢) et § (q,a) R16 (¢, a) et
3 (q,b) R1d (¢, D).
On a Ry = R, et par conséquent Q/Rs = Q/R4. Finalement la relation ~ est égale a la
relation R;.
L’automate minimal de A est 'automate A/ ~ = (Qx, ¢o, Fx, 4, 0~) o1,
O~ = {la)..a € Q) = {11}, 12,6} {7} . {35}, {4}} .
@0 = laol = {1137
F.={ld~,a€ F} ={{3,5},{4}}.
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La fonction de transition d~ est définie par :

O~ a b

{1} {26} | {4}
2,6} | {3,5} | {7}
v {7 {1
3,5} [ {7} [ {26}
{4 13,5 [ {7}
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Chapitre 2

Codes de longueurs variables

Coder, c’est-a-dire remplacer des lettres par d’autres lettres ou ensembles de lettres, est
non seulement utile en cryptologie ot il sert & cacher le sens des messages, mais est aussi
la base de la compression de données. Ce chapitre contient la définition de code ainsi que
certaines propriétés qui les consernent, algorithme de reconnaissance des codes et la série

génératrice.

2.1 Code

Définition 2.1.1
Soit A un alphabet. Un sous-ensemble X de monoide libre A* est un code sur A si pour

tout n,m > 1 et zy129...x,, 25,2, € X on a :
T1T... Ty, = T)Th.. 2, => n=m et x; =z, pour i = 1...n.

D’autre terme, un ensemble X est un code si chaque mot dans X a une unique factori-
sation en produit de mot de X.

Les mots de X sont appelés mots de code. Les éléments de X* sont des messages.
Exemples 2.1.2

1. L’ensemble {aa, baa, ba} est un code sur 'alphabet A = {a, b}. Par contre, ’ensemble
{a,ab,ba} n’est pas un code car le mot w = aba a les deux décompositions (ab)a = a(ba).

L’ensemble X = a*b est un code infini.
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2. Le code de Morse X, est un code sur l'alphabet {., A, —} dont les mots sont mis en
correspondance avec les lettres a,b,...z. Le symbole A n’apparait qu’a la fin des mots de

X, ce qui assure que X, est un code.

a .—N j.———=A S ... A\

b —..A k— —A t —A
c—.—.A l.—.A u..—A
d—..A m——A Vo...—A

e N n—.A w.— —A
f.—A 0 ———A X —..—A

g ——AN p.—A y———=A
h...A q———A z ——..A
1A r .—.A

On peut noter que les mots du code de Morse sont de longueurs variables.
Propriétés 2.1.3
Soit X un code sur A

i. e ¢ X.
ii. VY C X, Y est un code.

iii. Soit B un alphabet, tout morphisme ¢ : B* — A* qui induit une injection de B sur X

est injectif .

Réciproquement, s’il existe un morphisme injectif ¢ : B* — A* tel que X = ¢ (B) alors
X est un code.

Cette derniére propriété (qui pourrait aussi servir de définition aux codes) traduit la
notion intuitive de code. En effet le morphisme ¢ de codage permet de coder les mots de
B* dans A* et l'injectivité permet d’assurer que le décodage est possible.

Démonstration

i. ¢ = ee donc € n’a pas une unique factorisation.

ii. Toute factorisation d’'un mot w dans Y est une factorisation dans X et est donc unique.
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iii. Soit ¢ : B* — A* qui induit une bijection de B sur X. Soit u,v € B* tels que
¢ (u) = (v).

e Si u = ¢, supposons v # ¢ alors v contient au moins une lettre b et par hypothése
¢(b) € X ore ¢ X donc |¢(b)] > 0. On en déduit que |¢ (v)| > 0 ce qui est absurde car
¢ (u) =e.

e Sinon u = by..b, et v = b..b,,. On a alors ¢ (by)...0 (b)) = & (b)) ...0 () avec
¢ (bi), ¢ (b;) € X. Or X est un code donc n = m et Vi ¢ (b;) = ¢ (b}) or ¢ induit une
injection de B sur X donc Vi b; = b, i.e, u = v. Donc ¢ est injective.

Réciproquement, soit ¢ : B* — A* morphisme injectif, supposons qu’'on a n,m € N et
(%i)iey 1> (a:;)zzlm € X = ¢ (B) tels que z1x9...2,, = zi2h..2) .

Soit (bi)z‘:l...w(b})jzl_,_m € B tels que Vi z; = ¢ (b;) et Vj z; = ¢ (b;). On a donc
¢ (by...bp) = ¢ (b}...b],) or ¢ est injective donc b;...b, = b}...0),. D'oun =m et Vi b; =V et
donc Vi z; = ¢ (b)) = (b)) =2,. 1
Corollaire 2.1.4

Soit ¢ : B* — A*un morphisme injectif. Si Z C BT est un code, alors ¢ (Z) est un
code. Si X C A* est un code, alors ¢~ ' (X) est un code.

Proposition 2.1.5

Pour tout X C A*, on a
X est un code <= (Vf € A*: (X*fNX"#0) et (fX NX"#0)) — feX* (1)

Démonstration.
Supposons que X vérifie la condition (1) et X ne soit pas un code.

Il existe a;,...a;,,a;,...a;, € X tels que a;...a;, = a;,...a;, avec a; # aj, noum # 1

sans quoi X ne serait pas un systéme minimal de générateure pour X*. On peut toujours
supposer qu’il n’existe pas n' < n et m’ < m tels que a;,...a; , = a;,...a; ,, et que a;, = a;h,
h € A*. J’ai alors

X*h N X* # ) puisque a;,h = a;,, mais aussi

hX* N X* # () puisque a;, hj,...a;

Or h ¢ X*ce qui contredit la condition (1).

n = Qi ...a;, on peut déduire haj,...a;, = a;,...a;,.
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Réciproquement, supposons que X ne vérifie pas la condition (1). Il existe alors f ¢ X*

tel que a;,...a;, f = aj,...a;,,,a;, # aj, et fay,...ar, = a, ..., mais alors
iy o Qi [y o gy = Ay @ Oy o Ay, = Gy .G, O .G, AVEC gy 7 A

et ceci entraine que X n’est pas un code.
Définition 2.1.6
Un sous-ensemble X de A* est dit ensemble préfixe (resp. suffixe) si aucun mot de X

n’est préfixe ( resp. suffixe) propre d’'un mot de X, i.e, pour tous mots u et v dans X |
u<v=-u=v ou < signfie étre un préfixe (resp. suffixe).

X est bipréfixe s’il est a la fois préfixe et suffixe.
Par exemple, sur 'aphabet A = {a, b} .
{a,ba} est un ensemble préfixe alors que {a, ab} n’en est pas un.
{a, ab,bb} est un ensemble suffixe.
Proposition 2.1.7

VX C A*, X préfite = X est un code.
Démonstration

Supposons que X n’est pas un code. Soit w de longueur minimale tel que w ait deux
factorisations dans X. On a donc n,m € Net (z;),_, .., (:p})jzlmm € X tels que
w = T1%3...T, = v125...x, . Comme w est de longueur minimale, on a z; # x} et donc
1 < 2} ou ) <y ce qui rentre en contradiction avec X préfixe. W
Exemple 2.1.8

Soit A ={a,b} et X = |J a"bA™. X est un préfixe car a"bu = a™bv = m = n et donc
u = v. C’est donc un code gil? A.
Définition 2.1.9

Un code X est maximal sur A si X n’est pas strictement inclus dans un autre code sur
X, ie, si

XcX, X'code= X=X

Exemples 2.1.10
X = {aa, ab, bb, ba} est un code maximal fini (en effet, si un surcode contient un autre

mot w alors ww admet deux décompositions car étant de longueur paire).
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X5 = ba* est un code maximal infini.

X3 = {a,ba} est un code mais n’est pas maximal (cela reste un code si on lui ajoute bb).

2.2 Algorithme de reconnaissance des codes

Reconnaitre si un ensemble donné est un code n’est pas toujours chose facile, mais il existe
un algorithme de Sardinas et Patterson qui permet de le décider. Les deux propositions qui
suivent sont la preuve de correction et de terminaison de cet algorithme.

Proposition 2.2.1

Soit X C A*. On définit par récurrence la suite (Uy), oy« comme suite :

U, = XﬁlX\ {6}
Up1 = XU, VU X pour tout n > 1

On a alors :

X est un code <= Vn>1¢ ¢ U,.

La démonstration nécessite le lemme suivant :
Lemme 2.2.2
Soit X C AT.Vn>1Vk={l..n} ona

ceclU, < JuclU,Fi,j e N>uX'NnX' £ 0,

avec i +j+k=n

Démonstration

On prouve le lemme & n fixé par récurrence descendante sur k.

Si k=mn, on aévidemment : = j = 0. Si € € U, on pose u = € et on a bien
eX'N X0 = {e}.

Réciproquement si on a u € U, tel que uX’ N X° = {u} N {e} # 0 alors u = ¢ et donc
e eU,.

Soit 1 < k < n, supposons la propriété vérifée pour k£ + 1. Si € € U,, par hypothése de
récurrence, Jv € Uy, Ji,j € N2 tel que i +j +k+1 =n et dr,y € X' x X7 tel que
vr =y € uX'NXJ. Comme Uy, = X U, UU, ' X, 0nazu€e X x U tel que soit 20 =u

soit 2 = uw.
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e Dans le premier cas, on a ur = zvr = zy comme 2,y € X x X7, zy € X7t et
uX'N Xt £ 0.

e Dans le deuxiéme cas uy = uvxr = zx € X donc uX? N X £ (), avec a chaque fois
u € Up.

Réciproquement, soient w € uX* N XJou i+ j+k =n. Si j = 0, alors 'intersection est
vide & moins d’avoir u = ¢ et i = 0 car € ¢ X, on a alors kK = n mais on a supposé k < n
donc j > 1. On a donc v, z,v" € X' x X x X77! tels que uv = xv’. On distinque ensuite 2
cas suivant les longueurs comparées de u et x.

e Si |u| < |7| alors 3u’ € A* uu/ = 7 et alors v’ € U, ' X C Upyy. De plus v = u/v’ donc
W X771 N X # () et par hypothése de récurrence ¢ € U,,.

e Sinon 32’ € AT u = 22’ avec ' € XU, C Upyq et 2'v = v/ € /X N X771 D’aprés
I’hypothése de récurrence € € U,,. B
Démonstration

On peut maintenant démontrer la proposition 2.2.1

Supposons que X ne soit pas un code. Soit w de longeur minimale tel que w ait deux
factorisations dans X.

On a n,m € N et (l’i)i:l,,,n» (37,

J— _ ! !/
j)izl..‘m € X tels que w = r129...7, = 2775...2;, avec

x1 # x. On peut supposer sans perdre de généralité que |z1]| < || car w est de longueur
minimale. On a alors Ju € A" zju = 2} avec u € X ' X\ {e} = Uy et uX™ 1N X1 £ ()
et donc € € U111 d’apres le lemme 2.2.2 .

Réciproquement, Si e € U,, pour un certain n, on applique le lemme avec k = 1. Ju € Uy,
i,j € N2 et v,w € X* x X7 tels que uX’ N X7 # (). De plus comme U; = X 1X\ {¢}
dz,y € X tels que xu =y avec x # y car u # . dou y X' N X’ = zuX' N2 X’ # O ce qui
fait que X ne peut étre un code. W

Exemples 2.2.3
1. Soient A ={0,1} et X = {00,010,101,11} on a,

U =X'X\{e}telque X 'X = |J 27X avec 7' X = {y € {0,1}" : 2y € X}.
zeX

¢ (00" X ={ye{a,b:(00)yeX}=/{e}.
e (010) ' X = {y € {a,b}": (010)y € X} = {e}.
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o (101) "X ={y e{a,b}*: (101)y € X} = {e}.
e (1IN 'X ={yec{ab}:(11)yec X} ={e}.
Alors U; = X' X\ {e} = 0.
Uy= X000 X tel que XUy = | o7 WU et U ' X = |J ui' X,

rzeX u1 €Uy
On a U, = U; = (0. Donc I'ensemble X est un code de longueur variable.

2. Soient A = {a,b} et X = {a,ab,ba} on a,

U =X1X\{e} tel que X 'X = |J 271X avec 27X = {y € {a,b}" : 2y € X}.
ea'X ={ye{ab}": aze)e( X} ={b}.
e (ab) ' X ={y € {a, b} :(ab)y € X} = {e}.
e (ba) ' X ={ye{a,b} : (ba)y e X} ={c}.
Alors Uy = X 71X\ {e} = {b}.
Uy=X'"0uU'X tel que XUy = | o7\ Uret U X = U ui'X.
Ona XU, = |J 271Uy avec 271U :I?z € {a,b}" 1 ay € Ullf.EU1
3 a_1§16X: {y € {a,b}" :ay € U1} = 0.
o (ab)' Uy = {y € {a,b}" : (ab)y € Uy} = 0.
o (ba) ' Uy = {y € {a,b}" : (ba)y € U} = 0.
Alors XU, = 0.
OnalU;'X= |J yy'X=0"'X={yec{ab} :byc X} =1{a}
Alors U; ' X :zf[lcfi]l
Donc Uy = X 'U, UU;' X = {a}.
Us=X"'0U,UuU;'X, on a
Us'X =a'X ={y € {a,b} :ay € X} = {e,b}.
Puisque € € U; alors X n’est pas un code de longueur variable.
La construction des U,, donne donc un algorithme pour déterminer si un ensemble est
un code. La propriété suivante conclut quant a la terminaison de l'algorithme dans le cas
ou X est rationnel.

Propositions 2.2.4

Si X est rationnel ’ensemble de ses U, est fini.
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Démonstration

On rappelle qu'un langage est rationnel est équivalent au fait que le nombre de ses
quotients a gauche est fini. On montre par récurrence sur n que les U,, sont des unions finies
de quotients a gauche de X auxquelles on peut avoir retiré e.

Pourn =1, Uy = X 'X\{c} = < U x_1X> \ {e}.
zeX

Supposons que c’est vrai au rang n — 1, alors comme le quotients a gauche d’'un quotient
a gauche de X est un quotient & gauche de X !U, est bien une union de quotients &
gauche de X (P’absence ou la présence de € ne change pas grand chose juste de nombreuses
disjonctions de cas si on veut rentrer dans les détails). De plus (U,) !X est bien sur une
union de quotient & gauche de X.

Comme le nombre de quotients a gauche de X est fini leurs unions sont aussi en nombre
fini (retirer € ne fait que doubler ce nombre au pire).
Exemple 2.2.5

Soit A = {a, b}, considérons X = {aa, ba, bb, baa,bba} . X n’est pas préfixe et considérer
des factorisations dans X n’est pas vraiment envisageable. Les U,, permettent pourtant de

conclure trés vite. En effet U | = {a} = Us.

2.3 Série génératrice

Les séries génératrices sont on outil algébrique qui permet de reformuler des problémes
de combinatoire afin de les transformer en des problémes de manipulation d’expressions
algébriques. En particulier, en combinatoire, il s’agit souvent de déterminer le nombre
d’objets d’un certain type qui sont de taille n, ce qui donne lieu & une suite (a,,),>o dont
on cherche & déterminer le n-iéme terme.

Définition 2.3.1

La fonction génératrice associée a la suite (a,),>o est la série (somme infinie) formelle

a0+a1x+a2x2+...: E akxk.

En particulier, la série génératrice d’une suite finie est un polynome.
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Exemples 2.3.2

1. Soit n un entier strictement positif, la suite (finie) des coefficients binomiaux ((Z) ) ke (0.}

a pour série génératrice le polynéme

Zn: (Z)xk = (1+2)".

k=0

2. Soit n un entier, si la suite a, =1, on a alors f (z) = Y. 2" =1+z + 2>+ ...
n>0

On remarque alors
rf(x)=z> 2" =z(l+z+2°+.)=v+2°+23+...=1— f(2), ie,

n>0

zf (x) =1— f(z).Alors (1 — ) f (x) = 1. Donc

1
an: 1—2a

n>0

Définition 2.3.3
La somme de deux séries génératrices se définit de maniére assez évidente en sommant
les suites correspondantes.
Pour le produit, c’est un peu plus compliqué. Il se fait par analogie avec le produit des
polynomes :
n
E amx™ g b,xa" | = E Ay bp 2™ = g g apbp_r | ™.
m>0 n>0 m,n>0 n>0 \ k=0
Le produit est donc également une série génératrice, correspondant & la suite
n
Cn = by
k:0 . . . .
La dérivée au sens formel d’une série génératrice se définit sans trop de problémes par

analogie avec les polynomes :

(So) - S

n>0 n>1
Définition 2.3.4

Soient r un réel et k un entier naturel. Alors on définit le coefficient binomial généralisé

(-

r\ r(r—1)..(r—k+1)
k)_ k!
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= =

Par exemple, < I

Proposition 2.3.5

Soient n et k des entiers naturels. Alors
-n c(n+k—1
= (-1 )
()= ()

Pour chaque ensemble X C A*, la fonction génératrice ou série génératrice de X est la

Définition 2.3.6

série formelle.
fx(z)= Zunz” tel que u, = Card (X N A").
n>0

Proposition 2.3.7
1

(1—fx)

Si X est un code, alors fx+ =
Démonstration
Soient X un code et fxy = > wu,2" sa sérié génératrice. La sérié génératrice de fx« (2)
n>0

du monoide libre X* = > X" engendré par X, est, par définition,
n>0

fxo =Y fxn (2).

n>0

Ou fxn (2) est la série génératrice de X™ et comme X est un code alors fxn» (2) = (fx (2))".

On obtient alors

S T 1
fxe (2) = HZZOGX (D" =1 = 1 S S

Exemples 2.3.8

1. L’ensemble X = {b, ab} est un code préfixe sur 'aphabet A = {a,b}. La série fx« est

1
1—z— 22

fx+(2) =

En effet, on a fx (z) = > u,2" tel que u, =Card(X N A").
(X N A%) =|{b,ab} N {e}| = [{0}| = 0.
(X NAY = [{b,ab} N {a,b}| = |{b}| = 1.

(

o uy =Card(X N A?) = |{b,ab} N {aa, ab,ba,bb}| = |{ab}| = 1.

e 1y =Card

e 1, =Card
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o u, =0.Yn > 3.
2
Alors fx (2) = Y up2" =0+ 2+ 22 = 2 + 22
n=0

1
1—fx 1—(2+22) 1—2z-—2%

Donc fx- =

2. L’ensemble de mots sur A = {a,b} qui a le méme nombre d’occurence de a et b est un

sous monoide de A* engendré par un code préfixe D i.e,

D" = {w € {(1, b}* ’ |w|a, = |w|b} '

Alors Yw € D* |w| = 2n (La longueur de w est paire)

La série génératrice de Uensemble D* est fp« (2) = > u,2" ou u, =Card(D* N A™), mais

n>0

si n est impair alors u,, =Card(D* N A™) = 0. Et puisque chaque mot de D* de longueur 2n

s’obtinet par on chose n positions parmi 2n, Donc

fo+(2) = Z (2:) 22",

n>0

On a

Donc

=L e =3 () = () (e - -

D est un code alors fp- (2) , donc

1 fn(2)

1 1
- =1-——=1-(1-4°)".
fo+ () (1—422)72 ( )

M

fp(z) =1

On calcule la série génératrice de ’ensemble D.

On a
1
fo(z)=1-(1-42%)2.
En utilisant la formule de Newton généralisée, on obtient

1

fo(z)=1-} (n> (=42%)"

n>0
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 —OOBE M=,
n! x n! ' ’

Onan!x2"=(1x2.xn)(2x2.%x2)=2x4x6...x2n.
Alors 1 x 3 x5 x7...x (2n —3) X2 x 4... X (2n — 2) X 2n = (2n — 2)12n.

Donc

(2n —2)12n ,, (2n —2)12n n 2 (2n -2\ ,,
fD(Z)ZZ nln! & :Zn(n—l)!n(n—l)!Z2 :;E(n—l)ZQ
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Chapitre 3

La représentation d’un code de longueur

variable par un automate fini

Ce chapitre contient : ’automate fini déterministe associé un mot de code et la représen-

tation d’un code par un automate fini.

3.1 Automate fini déterministe associé un mot de code

Définition 3.1.1
Soient A un alphabet et X un code de longueur variable sur A. La repésentation de X
est basée en la théorie des automates. On construit un automate pour X par I'union des
automates de mots de code.
Si le mot de code w = zj...z, alors Pautomate A (w) de w est A = (Qu, ¢, Fu, A, dw)
tels que :
e, = {qi, Qv Qoyos ...qmmmxn_l} , avec Card(Q) = longueur(w) .
o Iy ={a}.
e La fonction d,, : Q,, X A — @Q,, définit par :
O (G 1) = Guys Ow (Qoy> T2) = Quywgs s Ow (Corwn.zn o Tn1) = Qoyas.on1s
S (Gurwa.on_1s Tn) = G-

Ainsi A w eut reconnaitre w* = wk.
p
k>0
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Exemple 3.1.2

Figure 3.1.1 représente 'automate du mot de code w; = 0100.

N ~ o
)/

4’ ~&, 0 |
1y I—h\qﬁ N

||—.'
ql '\\-‘1 U//
FIGURE 3.1.1 L’automate A (0100)

Si wy est un préfixe de wo alors leurs automates auront des états communs, i.e, Qu; C Qu,,

cette propriété apparait dans la figure 3.1.2, tel que w; est préfixe de wy = 010011.

1
//’: \‘* 0 __,; N , 7N 0 LN __; :__:_____1__""‘7” ™
q ,,//’ » \Ey \_ _nl, ’ qf_@%@@jﬂm@

FIGURE 3.1.2 L’automate .4 (010011)

3.2 Représentation d’un code de longueur variable

Définition 3.2.1
L’automate A (wy,ws, ...,w3) du code de longueur variable X = {w;,w,,...w,} noté
A(X).
A(X)=(Qx,q, Fx,A,dx) avec
¢ Ox = Qu, UQuyer UQu, .
o 'y = {q} .
® 0x = Oy Ubyy... Udy,
L’automate A (X) accepté X* = |J X*.

k>0
Exemple 3.2.2

1. Soient A = {0,1} et X; = {00,01,10,11}, on a
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A<X1) = (QX17QiaFX17A75X1) avec

b QXl = {QiaCJmﬁh}-
o FX1 = {qz} :

e jx, est donnée par le tableau suivant :

dx, |0 |1
q; do | q1
q0 a4 | 4
4 4 | 4;
Et representé a la figure 3.2.1
1
PN TR
II ':H . .| .| { j' |: \|
"\d e\ % ey
0.1

FIGURE 3.2.1 L’automate A (X7)
Le langage accepté par A (X;) est :
L(A(X1)) ={w e A" 0 (g, w) € Fx,} .
={we A :§(q,w) =q}.
= X7.
={00,01,10,11}".

L’équation caractéristique pour les états q;, qo et ¢ respectivement, sont :

r; =0xg+ 1a1 + €

zo=(0+1)z;

r1=(0+1)z;
Avec L(A(Xy)) =x;,onax; =0z + 1oy +e=00+1)2; +1(0+ 1) x; +&.
Alors z; =[0(0+ 1) +1(0+ 1)] z; + e.
Finalement x; = [0(04+ 1) + 1 (0 + 1)]" = Xj.
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2. Soient A ={0,1} et X5 ={00,010,101,11}, on a

A<X2) = (QXQ?qi’ FX27A76X2) avec
* Qx, = {Qi7QU7Q17q01>Q1O}-
b FX2 - {QZ}

e Jx, est donnée par le tableau suivant :

dx, | O 1
4i Qo | 1
do qi | Qo1
01 qio | Gi
o1 | Gi | —
qGio | — | &

Et representé a la figure 3.2.2

FIGURE 3.2.2 L’automate A (X,)

Le langage accepté par A (X3) est :
L(A(Xs)={we A*:§(q;,w) € Fx,}.
={we A" : (g, w) = ¢}
— X3,
— {00,010,101,11}"

L’équation caractéristique pour les états q;, qo, g1, qo1 €t qi10 respectivement, sont :
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r; =0xg+ 121 + €
Ty — O.Q?l —+ 1.1'01
I = ]_.Iz + OZL’lO

zo1 = Ox;

L L10 = lz;

Avec L (A(Xs)) = z;, on a g = 0x; + lxg; = 0z; + 10x; = (0 + 10) 24,

et zy = la; 4+ 019 = 12y + 01lz; = (1 4 01) ;.

Alors ;= Ozg + a1 +2 = 0(0 4+ 10)2; + 1 (1 + 01) 2 + € = (00 + 010 + 101 + 11) ; + e

Finalement z; = L (A (X3)) = (00 + 010 + 101 + 11)*.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a fait une étude sur les codes de longueurs variables ainsi que
certaines de leurs propriétés, et on utilise un algorithme de Sardinas et Patterson qui permet
de les reconnaitre, enfin on donne la représentation des codes de longueurs variables par un

automate fini.
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